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Введение 

Целью освоения дисциплины «Моделирование и оптимизация свойств 

материалов и процессов» является фундаментальная подготовка специалистов 

по материаловедению и  технологии материалов в области организации и 

проведения научных исследований и практической реализации возможностей 

математического моделирования и вычислительного эксперимента. А также,   

для повышения эффективности инженерных разработок при создании 

принципиально новых и совершенствования существующих материалов и 

технических устройств на их основе. 

Изучение дисциплины позволит студентам овладеть необходимыми 

знаниями и умениями в области моделирования, прогнозирования  и 

оптимизации свойств материалов, проектирования технологических процессов.  

Эти знания являются основой профессиональной деятельности специалиста в 

различных сферах: научно- исследовательской; расчетно-аналитической; 

производственной;  проектно-технологической и организационно- 

управленческой. 

Материал этой дисциплины базируется на фундаменте тех знаний, 

навыков, умений и компетенций, которые студенты получили ранее при 

изучении предметов естественнонаучного блока: математики, физики, 

информатики и информационно-коммуникационных технологий и предметов 

обще-профессионального блока: механических и физических свойств 

материалов, теории диффузионных процессов, теории и технологии 

термической и химико-термической обработки изделий.  

В профессиональной деятельности инженера особую важность имеет 

процедура математической обработки результатов эксперимента, понимание 

случайного характера измеряемой величины, вклад влияния различных 

факторов на измерение. С целью напоминания указанных тем из курса 

Математики  студентам предлагаются как методическая поддержка два пособия 

«Конспект лекций по Математической статистике» и «Конспект лекций по 

Математической обработке результатов эксперимента». 

Методическое пособие «Конспект лекций по Моделированию и 

оптимизации» отражает основные вопросы изучаемой дисциплины. 

Настоящие  Методические указания являются практическим 

руководством для изучения дисциплины «Моделирование и оптимизация 

свойств материалов и процессов» студентами IV курса заочной формы 

обучения направления подготовки 22.03.01- Материаловедение и технология 

материалов. Указания содержат программу курса по разделам.  

По разделам даны задания из 10 вариантов к каждой теме. 

Приведены примеры решения задач.  По всему курсу представлена литература. 

Номер варианта студент определяет по последней цифре зачетной 

книжки. 



Программа курса 

Раздел 1.  Виды и уровни 

моделирования 
Введение. Общие сведения о математическом 

моделировании. 

Основные понятия и задачи моделирования. Виды и 

уровни моделирования.  

Раздел 2. Физическое 

моделирование объектов. 

Физическое моделирование объектов: масштабное, 

аналоговое, натурное. Физико-математические критерии 

подобия.  

Раздел 3. Математическое 

моделирование объектов 

Математическое моделирование объектов: понятие, 

определение, требование к модели, структура модели, 

классификация математических моделей.  

Цели математического моделирования для технических 

объектов и технологических процессов.  

Раздел 4. Алгоритм 

построения модели 

Алгоритм построения аналитической (теоретической) 

модели. Алгоритм построения эмпирической (формально- 

статистической) модели. Краткая характеристика основных 

этапов алгоритмов построения моделей.  

Раздел 5. Математическая 

обработка результатов 

экспериментов 

Основы теории погрешности измерения. Массив 

экспериментальных результатов. Генеральная совокупность. 

Выборка, выборочный метод. Основные числовые 

характеристики статистической выборки  и выборочного 

распределения случайной величины. Первичная математическая 

обработка экспериментальных данных (абсолютная и 

относительная погрешность оценки истинного значения, 

критерий Стьюдента, критерий Смирнова, критерий Фишера).   

Приемы и методы вторичной математической обработки 

экспериментальных данных. Интерполяция (методы Лагранжа, 

Ньютона, сплайнов). Экстраполяция. Аппроксимация, критерий 

аппроксимации, метод наименьших квадратов (МНК), метод 

неопределенных коэффициентов. Спектральный анализ. 

Основные виды статистического анализа экспериментальных 

данных: корреляционный анализ, дисперсионный анализ, 

регрессионный анализ. 

Раздел 6.  Планирование и 

проведение эксперимента 

Определение фактора, уровня фактора. Требования к 

фактору и к совокупности факторов. Выбор уровней факторов. 

Выбор модели - вида функции отклика. Матрица планирования 

эксперимента. Полный факторный эксперимент и 

математическая модель. Учет эффекта факторного 

взаимодействия. Дробный факторный эксперимент. Проведение 

эксперимента. Ошибки параллельных опытов, проверка 

однородности дисперсий.  



Раздел 7. Эмпирические 

регрессионные  модели 

однофакторные и 

многофакторные 

Определение коэффициентов регрессии на основе МНК, 

адекватность и точность регрессионных моделей. Виды 

регрессионных моделей.  Матричный подход к определению 

коэффициентов регрессии многофакторной модели. Оценка 

адекватности и точности многофакторной модели.   

Раздел 8. Теоретические 

функциональные модели 

на основе 

дифференциальных, 

алгебраических и 

трансцендентных 

уравнений и систем 

Уравнения математической физики и фундаментальные 

физические законы сохранения. Уравнение теплопроводности, 

уравнение диффузии, уравнение состояния, уравнение 

неразрывности. Начальные и граничные условия при построении 

теоретической модели. Основные методы решения задач. 

Аналитический метод, численные методы: сеточные (МКР, МКЭ. 

МГЭ...) и бессеточный (метод точечных источников поля (МТИ). 

Полуэмпирический метод, инженерные методы.  

Раздел 9.  Моделирование 

технологических 

процессов и материалов 

Моделирование процессов масса- и теплопереноса. 

Моделирование свойств сплава в зависимости от состава и 

режимов термообработки.  

Раздел 10.  Оптимизация 

свойств материалов и 

процессов в 

материаловедении и 

металлургии 

Классификация задач оптимизации. Виды оптимизации. 

Условия и критерии оптимальности в общей задаче оптимизации. 

Построение целевой функции, многокритериальные задачи 

оптимизации. Условная и безусловная оптимизация. Алгоритм 

построения математических моделей оптимизации. Методы 

оптимизации: исследование функции на экстремум, численный 

метод деления пополам, метод градиента, симплекс-метод, метод 

графов.  

Раздел 11. Моделирование 

в условиях 

неопределенности 

Модели с плохой организацией. Аналитико-

имитационные модели. Элементы теории подобия и теории 

размерностей. Типы неопределенностей, методы их снятия: 

Метод экспертной оценки, метод интегральной свертки, 

построение векторного критерия.  

 

 

 

Экзаменационная программа по дисциплине 

 «Моделирование и оптимизация свойств материалов и процессов» 

(Перечень примерных вопросов для зачета) 

 

1. Определение модели. 

2. Определение объекта моделирования. 



3. Определение гипотезы в моделировании. 

4. Определение моделирования. 

5. Обозначьте цели моделирования. 

6. Принципы моделирования. 

7. Физическое моделирование объектов: масштабное, аналоговое, натурное. 

8. Физико-математические критерии подобия. 

9. Понятие, определение, требование к математической модели. 

10. Классификация математических моделей. 

11. Цели математического моделирования для технических объектов и 

технологических процессов. 

12. Алгоритм построения аналитической (теоретической) модели. 

13. Алгоритм построения эмпирической (формально-статистической) модели. 

14. Краткая характеристика основных этапов алгоритмов построения моделей. 

15. Генеральная совокупность. Выборка, выборочный метод. 

16. Основные числовые характеристики статистической выборки  и 

выборочного распределения случайной величины. 

17. Первичная математическая обработка экспериментальных данных 

(абсолютная и относительная погрешность оценки истинного значения, 

критерий Стьюдента, критерий Смирнова, критерий Фишера). 

18. Приемы и методы вторичной математической обработки 

экспериментальных данных. Интерполяция (методы Лагранжа, Ньютона, 

сплайнов). 

19. Интерполяция. Экстраполяция. 

20. Аппроксимация, критерий аппроксимации, метод наименьших квадратов 

(МНК). 

21. Основные виды статистического анализа экспериментальных данных: 

корреляционный анализ, дисперсионный 

анализ, регрессионный анализ. 

22. Определение фактора, уровня фактора. Требования к фактору и к 

совокупности факторов. 

23. Выбор уровней факторов.  Выбор модели - вида функции отклика. 

24. Матрица планирования эксперимента. Полный факторный эксперимент и 

математическая модель. Учет эффекта факторного взаимодействия. Дробный 

факторный эксперимент. 

25. Проведение эксперимента. Ошибки параллельных опытов, проверка 

однородности дисперсий. 

26. Определение коэффициентов регрессии на основе МНК, адекватность и 

точность регрессионных моделей. Виды регрессионных моделей. 

27. Матричный подход к определению коэффициентов регрессии 

многофакторной модели. Оценка адекватности и точности многофакторной 

модели. 

28. Уравнения математической физики и фундаментальные физические законы 

сохранения. 



29.  Уравнение теплопроводности, уравнение диффузии, уравнение состояния, 

уравнение неразрывности. 

30. Начальные и граничные условия при построении теоретической модели. 

Основные методы решения задач. 

 

Варианты заданий для контрольной работы  

по дисциплине «Моделирование и оптимизация свойств 

материалов и процессов» 

 

Номер варианта студент определяет по последней цифре 

зачетной книжки. 
 

 

                      Задание 1. Выборка, её числовые характеристики 

Для указанных ниже статистических распределений выборок требуется: 

 

1) Найти эмпирическую функцию распределения и построить ее график. 

2) Построить полигон частот.  

3) Вычислить выборочную среднюю. 

4) Вычислить выборочную и исправленную дисперсии. 

      Вариант 1 

xi 1 4 8 10 

ni 5 3 2 1 

 Вариант 2.                   

xi -5 1 3 5 

ni 2 5 3 1 

 Вариант 3.                   

xi 1 5 9 11 

ni 2 3 5 1 

 Вариант 4.                   

xi -2 1 2 3 4 5 

ni 2 1 2 2 2 1 

         Вариант 5.                   

xi 0 1 2 3 4 

ni 5 2 1 1 1 

           Вариант 6.                    

xi 1 5 6 8 

ni 5 15 20 10 



           Вариант 7.                    

xi 1 5 7 9 

ni 6 12 1 1 

           Вариант 8.                   

xi 2 3 5 6 

ni 10 15 5 20 

         Вариант 9.                     

xi -5 2 3 4 

ni 4 3 1 2 

 

         Вариант 10.                   

xi 1 2 4 7 

ni 1 3 6 2 

                                 

 

Задание 2. Линейная корреляция 

 

 По данным, приведенным ниже, вычислить коэффициент корреляции, 

найти выборочное уравнение прямой линии регрессии Y на X, построить 

корреляционное поле и нанести на него прямую регрессии Y на X. 

Вариант 1.       

X 5 9 10 12 

Y 3 6 5 7 

 

Вариант 2.      

X 1 2 5 8 16 

Y 1.0 1.4 2.2 2.8 4.0 

   

Вариант 3.       

X 1 3 4 7 10 

Y -1.0 -2.1 -2.4 -3.0 -3.3 

  

Вариант 4.       

X 2 5 7 10 

Y 2 4 6 8 

   

Вариант 5.       

X -1 -0.5 0 0.8 1.5 

Y 2.7 3.2 4.0 6.5 11.0 

Вариант 6.        

X -2 -1 0 1 2 

Y 15.8 6.4 3.0 1.7 1.3 



Вариант 7.          

X 1 3 6 8 10 

Y 8.9 5.6 3.5 2.7 2.0 

 

Вариант 8.          

X 1 3 6 10 

Y 5.5 6.9 7.4 7.8 

 

Вариант 9.         

X 9.5 10.5 11.0 12.0 14.5 

Y 4.5 6.0 8.5 9.0 10.0 

 

Вариант 10.        

X 6.6 7.0 8.0 9.0 9.8 

Y 6.0 7.8 8.7 7.8 9.0 

  

 

Задание 3. Расчет доверительной вероятности значения твердости изделий 

 На  металлургическом  заводе  проведено  контрольное определение 

твердости по Роквеллу рабочего слоя большой партии однотипных 

листопрокатных валков. Установлено, что твердость (случайная величина x) 

распределена нормально с математическим ожиданием XМ  ед. по Роквеллу и 

средним квадратическим  отклонением    ед.  по  Роквеллу.  Необходимо  

найти вероятность  того,  что  значение  твердости  валков  заключено в 

пределах 21 xx   ед. по Роквеллу. 

№ варианта 
XМ    1x  2x  

1 59 5 56 63 

2 58 5 55 62 

3 60 4 56 64 

4 61 5 57 64 

5 59 4 56 62 

6 58 4 55 61 

7 60 3 57 63 

8 61 3 58 65 

9 59 3 55 64 

10 58 3 54 60 



Задание 4. Доверительные интервалы для параметров нормального закона 

распределения 

Найти доверительный интервал для оценки математического ожидания а 

нормального распределения с надежностью γ = 0,95, зная выборочную среднюю 

x  , объем выборки n и среднее квадратичное отклонение .  

Вариант 1.   x = 75,17;  n = 36;  6.   

Вариант 2.   x  = 75,16;  n = 49;  7.    

Вариант 3.   x  = 75,15;  n = 64;  8.    

Вариант 4.    x  = 75,14;  n = 81;  9.    

Вариант 5.   x  = 75,13;  n = 100;  10.    

Вариант 6.   x  = 75,12;  n = 121;  11.    

Вариант 7.   x  = 75,11;  n = 144;  12.    

Вариант 8.   x  = 75,10;  n = 169;  13.    

Вариант 9.   x  = 75,09;  n = 196;  14.    

Вариант 10.  x  = 75,08;  n = 225;  .15   

 

Задание 5. Полный факторный эксперимент. Построение двухфакторной 

регрессионной математической модели. 

Построить план полного факторного эксперимента 2
2
 для нахождения 

зависимости глубины цементованного слоя Y (мм) в виде линейного уравнения 

регрессии от температуры T и времени t при протекании процесса газовой 

цементации изделия из низкоуглеродистой стали. Значение основных уровней 

управляющих факторов (температуры и времени) и интервалов варьирования 

значений факторов для разных вариантов заданий приведены в таблице: 

Вариант, 

№ 

Фактор X1 - Температура, 0С 
 Фактор 2X

 - Время, час 
Нулевой уровень, 

0

1X , ( 
0
С) 

Интервал 

варьирования 

1X ,  ( 
0
С) 

Область 

значений 

фактора 

Нулевой 

уровень, 
0

2X ,  (час) 

Интервал 

варьирования 

2X ,  (час) 

Область 

значений 

фактора 

1 875 25 850-900 6 2 4-8 

2 925 25 900-950 6 2 4-8 

3 975 25 950-1000 6 2 4-8 

4 875 25 850-900 7 1 6-8 



5 925 25 900-950 7 1 6-8 

6 975 25 950-1000 7 1 6-8 

7 875 25 850-900 8 1 7-9 

8 925 25 900-950 8 1 7-9 

9 975 25 950-1000 8 1 7-9 

10 950 50 900-1000 6 2 4-8 

Использовать результаты эксперимента из следующей таблицы: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Образцы решения контрольных заданий 

 

Задание 1. Выборка, её числовые характеристики 

 

 Дан закон распределения  частот  для дискретной  случайной величины  X  в 

виде  следующей таблицы 

 

ix   1 2 4 7 

in  1 3 6 2 

 

Требуется найти: 1) эмпирическую функцию распределения; 2) полигон частот; 

3) выборочную среднюю; 4)  выборочную  дисперсию; 5) исправленную 

дисперсию. 

 

Решение.  

 1) Объем выборки равен сумме частот:  122631nn
4

1i
i  



. 

Эмпирическая функция 
n

)x(m
F  , где )x(m – суммарное число выборочных 

значений тех частот,  аргументы которых удовлетворяет неравенству xx i  . 

Поэтому   функция F  равна:   

 а) 0)1(F  ;   б)
12

1
)2(F  ;   в)

1 3 1
F(4)

12 3


  ;  г)

6

5

12

631
)7(F 


 ;       

 д) 1)7x(F  . 

          



 

                        Рис.1  Эмпирическая  функция  распределения F . 

 2) Построим  полигон частот по данному  распределению выборки в виде 

ломаной линии   
 

 

 

                                       Рис. 2. Полигон частот  

 

3) Найдем   теперь выборочное среднее x  по следующей  формуле   

0  

in  

ix
 

)2;7(  

)6;4(  

 

)1;1(  

)3;2(  

F

1          2  4  

4
4      

4  
 

   

1  

6/5  

1/ 3  

12/1  

0  
x  

     7  



                                          
k

i i

i=1

1
x= n x ,   k n

n
 . 

В данном случае число групп данных  4k  , поэтому  выборочное  среднее 

равно  

                                        4
12

46
)72462311(

12

1
x  . 

 4)    Найдем   теперь выборочную  дисперсию  по следующей  формуле  

                                          nk,)xx(n
n

1
D 2

i

k

1i
iv  



. 

 Для упрощения вида числовых выкладок приближенно считаем, что 4x  , 

поэтому        

         75,4
12

57
))47(2)44(6)42(3)41(1(

12

1
D 2222

v  .       

5)    Найдем   теперь исправленную  дисперсию  по следующей  формуле  

                                          nk,)xx(n
)1n(

1
D 2

i

k

1i
ii 


 



. 

  Выводим  для  111n  , что она равна 

         18,5
11

57
))47(2)44(6)42(3)41(1(

11

1
D 2222

i  . 

 

 

Задание 2.  Линейная корреляция 

Дано корреляционное поле в виде таблицы 

                   

                                     

 

Вычислить коэффициент корреляции. Найти выборочное уравнение прямой 

регрессии Y на X , построить корреляционное поле и нанести на него линию 

прямой регрессии Y на X. 

 

Решение. Определим   выборочные средние значения для каждой 

случайной величины 

x  5  9  10  12  

y  3  6  4  7  



                     9
4

121095
x

n

1
x

n

1i
i 


 



,    5
4

7463
y

n

1
y

n

1i
i 


 



. 

Найдем теперь значения исправленных  выборочных дисперсий для каждой 

случайной величины             

                   67,8
3

26

3

91016
)xx(

1n

1
S 2

n

1i
i

2
x 





 



, 

                   33,3
3

10

3

4114
)yy(

1n

1
S

n

1i

2
i

2
y 





 



. 

Исправленная эмпирическая ковариация и коэффициент корреляции  равны  

величинам  

3

)57)(912()54)(910(0)53)(95(
)yy)(xx(

1n

1
S

n

1i
iixy





 



                            
xy

xy

x y

S13 13 13
S = ,  r = 0,807

3 S S 16,1260
   . 

Эмпирический коэффициент регрессии Y на X  находится  по формуле 

                             5,0
26

13

S

S
b

2
x

xy

xy  . 

Уравнение прямой регрессии Y на X записывается в следующем  виде 

                     
y x

y = y+b (x-x),  y =5+0.5(x-9),   y =0,5+0,5x . 

   

             Рис.3 . Корреляционное поле  и линия регрессии Y на X.  
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Задание 3. Расчет доверительной вероятности значения твердости изделий 

 

На  металлургическом  заводе  проведено  контрольное определение 

твердости по Роквеллу рабочего слоя большой партии однотипных 

листопрокатных валков. Установлено, что твердость (случайная величина x) 

распределена нормально с математическим ожиданием 60 ед. по Роквеллу и 

средним квадратическим  отклонением 5  ед.  по  Роквеллу.  Необходимо  найти 

вероятность  того,  что  значение  твердости  валков  заключено в пределах 

57…65 ед. по Роквеллу.  

Решение.  Используем формулу вероятности 

  






 








 



XX Мx

Ф
Мx

Фp 12
21 xxx    или  

р { x1 <  x < x2 } =  Ф (t2) – Ф (t1),  в  соответствии  с  которой  указанная  

вероятность  сводится  к  разности  нормальных  функций  Лапласа  tФ .  По  

условию задачи   x1 = 57;   x2 = 65;    Mx = 60;    σ = 5, следовательно, 

 



       .6.00.16.00.1

6

6057

5

60-65
5657

ФФФФ

ФФxp










 
















 

По  таблице  функции  Лапласа  из  приложения  находим:  

Ф(1,0) = 0,3413;  Ф(0,6) = 0,2257.   

Отсюда искомая вероятность 

p{57 ≤ x ≤ 65}= Ф(1,0) + Ф(0,6) = 0,3413 + 0,2257 = 0,5670. 

 

Задание 4. Доверительные интервалы для параметров нормального закона 

распределения 

  

Найти с надежностью 99.0  доверительный интервал оценки  

неизвестного  математического ожидания a  для нормально распределенного 

признака X , если даны значения: генеральное среднее квадратичное 

отклонение 4 ; выборочное среднее 2,10x  ; объем выборки 25n  .      

Решение. Неизвестное  математическое ожидание находится  в интервале                      

2
)(;)(,


  t

n
txax . 



Последняя в записи формула обозначает уравнение относительно t, содержащее 

функцию Лапласа )(t :  

                         495,0)(  t  , 

Применяя таблицы функции Лапласа, находим неизвестное значение параметра 

60,2t .  Определим   величину                                   

                                       .08,2
25

4
60,2    

Найдем доверительный  интервал 

                        ).28,12;12,8()08,22,10;08,22,10(   

Доверительный интервал )28,12;12,8(  покрывает математическое ожидание 

a для нормально распределенной случайной  величины  с заданной  величиной 

надежности 99,0 , которая называется также доверительной  вероятностью. 

В данной задаче доверительная вероятность равна 0,99 или 99%. 

 

 

Задание 5.  Полный факторный эксперимент. Построение 

двухфакторной регрессионной математической модели. 

Важным этапом планирования эксперимента является выбор 

математической  модели объекта. Чаще используются полиномиальную модель, 

простым случаем является линейная модель. Достоинством является их 

универсальность линейность относительно параметров модели. 

Например, если число факторов 2, то модель 2-го порядка может быть записана 

в виде  

Y=a 0+a 1x1+a 2x2+a 12x1x2  

Это модель линейного отклика параметров, учитывающая 

взаимодействие фактора x1 и x2.   

Конкретными условиями на основе априорных  информации в области 

определения формулируется локальная подобласть планирования 

эксперимента. 

Для этого необходимо: установить основной уровень и интервал 

варьирования, основной или нулевой уровень должен соответствовать 

наилучшим условиям, определенным из условия априорной информации этого 

исходная точка для построения планирования эксперимента, они находятся где-

то в середине области определения. Построение плана эксперимента сводится к 



выбору постоянных экспериментальных точек относительно нулевому уровню. 

Затем выбирают два предела верхний и нижний. В пределах этих уравнений 

будет варьироваться факты во время эксперимента. 

Интервалом варьирования называют число прибавление, которого к 

основному уровню верхний уровень фактора, а вычитание нижний. Для 

упрощения записи эксперимента и обработки, данных масштабы факторов 

изменяют таким образом, чтобы верхнему уровню соответствует +1, а нижнему 

-1, основному 0.  

Для факторов с непрерывной областью определения это можно сделать с 

помощью преобразования:  

i

ii
i

I

XX
X

0
~ 
  

iX - натуральное значение фактора; 

0

iX - натуральное значение основного (нулевого) уровня; 

ii XI   - интервал варьирования фактора; 

iX
~

 - кодированное значение фактора. 

Процесс преобразований с помощью этих формул называется 

кодированием данных. На интервале варьирования находятся ограничения, он 

не должен быть меньше погрешности измерения фактора. Верхний и нижний 

уровни должны быть в области определения. 

Рассмотрим планирование двухфакторного эксперимента на примере 

простой и часто используемой линейной модели. В этом случае достаточно 

использовать только два уравнения фактора. 

Если число факторов для проведения эксперимента требуется 2
k
 опытов        

k 
  

2
k
 условие эксперимента записываем в виде таблицы, где строка 

соответствует различным опытам, а столбец значениям факторов, также 

таблица называется матрицей планирования. 

Построим матрицу планирования для 2-х факторов: 422 k . 
 
 

ПЭФ 2
2 

№ опыта 0

~
X  1

~
X  2

~
X  1

~
X 2

~
X  Y 

1 1 1 1 1 Y1 

2 1 -1 1 -1 Y2 

3 1 1 -1 -1 Y3 

4 1 -1 -1 1 Y4 



Для нахождения коэффициентов линейной модели. 

Y=a 0+a 1 1

~
X +a 2 2

~
X +a 12 1

~
X  2

~
X  

используется формула  

N

YX

a

N

j
jij

i







1

~

, 

Где  ijX
~

 - кодированное значение  фактора  iX
~

 в опыте с номером j ; 

 jY  -– значение выходного фактора – результат, полученный при 

проведении опыта с номером  j .  N  - число опытов ( 4N ). 

Чтобы все коэффициенты  вычислялись по одной формуле в матрицу 

планирования удобно ввести фактическую переменную 0

~
X ,  которые во всех 

опытах принимают значения + 1.  ( jX 0

~
=+1). 

Таким образом, значения коэффициентов линейной модели имеют вид: 

)(
4

1
43210 YYYYa  ; 

)(
4

1
43211 YYYYa  ; 

).(
4

1

);(
4

1

432112

43212

YYYYa

YYYYa





 

Эффект 1

~
X 2

~
X  называется эффектом парного взаимодействия или 

взаимодействием первого порядка. 

2

~
X         

1

~
X  

Рис.4.  План полного факторного эксперимента ПФЭ 2
2
 



На рис.4 представлена область факторного пространства, для которой 

строится модель   Y=a 0+a 1 1

~
X +a 2 2

~
X +a 12 1

~
X  2

~
X . 

 Поэтому  данная область является областью существования модели. 
 

Рассмотрим вариант № 11, условия определены таблицей 

Вариант, 

№ 

Фактор X1 - Температура, 
0
С  Фактор 2X  - Время, час 

Нулевой 

уровень, 
0

1X , ( 
0
С) 

Интервал 

варьирования 

1X ,  ( 
0
С) 

Область 

значений 

фактора 

Нулевой 

уровень, 
0

2X ,  (час) 

Интервал 

варьирования 

2X ,  (час) 

Область 

значений 

фактора 

11 900 25 875-925 6 2 4-8 

 

Используя формулу кодирования, определим верхний и нижний уровни 

для обоих факторов. 

Для температуры: 


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
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
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1
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900925~
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1
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X
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Для временного фактора 



















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1
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2
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X . 

Построим матрицу планирования для 2-х факторов: 422 k . 
 
В столбец 

Y  внесем значение глубины цементованного слоя (мм) из таблицы результатов 

эксперимента по газовой цементации:  

 

1Y =1.80 (при температуре процесса 925
0
С  и времени процесса 8 часов); 

2Y =1.27 (при температуре процесса 875
0
С  и времени процесса 8 часов); 

3Y =1.27 (при температуре процесса 925
0
С  и времени процесса 4 часа); 

4Y =0.89 (при температуре процесса 875
0
С  и времени процесса 4 часа). 

 



 

 

ПЭФ 2
2 

№ опыта 0

~
X  1

~
X  2

~
X  1

~
X 2

~
X  Y 

1 1 1 1 1 1.80 

2 1 -1 1 -1 1.27 

3 1 1 -1 -1 1.27 

4 1 -1 -1 1 0.89 

 

Вычислим значения коэффициентов линейной модели: 

31.1307.1)89.027.127.180.1(
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1
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1
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1
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1
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Подставим в математическую модель полученные коэффициенты 

Y = a 0+a 1 1

~
X +a 2 2

~
X +a 12 1

~
X  2

~
X  

2121

~
 

~
0.037

~
0.227 

~
227.0307.1 XXXXY  . 



Полученная математическая модель называется  регрессионной, так как 

устанавливает аналитическую связь между эмпирически полученными 

случайными величинами. 

Удобно работать с моделью, содержащей факторы не в кодированном 

выражении, а в натуральном. Сделаем в уравнение для Y  подстановку: 

36
2525

900~ 11

1 



XX

X         и      3
22

6~ 22

2 



XX

X  

Получим  

Проверим корректность полученной модели, сравнивая результаты 

аналитических вычислений с использованием модели с результатами 

эксперимента. 

Рассмотрим  значения факторов  
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Экспериментально полученный результат : Y  0.89мм глубина слоя.  

Делаем вывод: 

 Модель корректна и адекватна. Ее можно использовать при разработке и 

проектировании процесса цементации стальных изделий. 
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